
1．はじめに

錯視効果を題材にした画家が多くいるなか，

しきつめ図形を正面から取り扱ったという点に

おいてエッシャーは特異な存在である．また装

飾デザイン史上においても，数々のしきつめ図

形が編み出されてきたが，鳥や魚や人などの具

象的なシルエットによるしきつめ図形を執拗に

試みた例はエッシャーの他に見あたらない．ゆ

えに，それら一連のしきつめ図形はエッ

シャー・パターンと称されている．

このエッシャーが先駆けたパターンの世界を，

今後も継承発展すべきデザイン・パターン課題

と受け止めるためには，まずはメカニズムを解

明しなければならない．エッシャーは創作にあ

たり膨大なスケッチを残しており，しきつめに

関する覚え書きも相当数含まれている．しかし

メカニズム解明のためのよりよい手掛かりは，

ペンローズが発表した非周期的パターン（以下

ペンローズ．パターンと称する）から得ること

ができた．そのためエッシャー・パターン解明

は同時にペンローズ・パターン解明につながる

こととなった．なお本稿でいうメカニズム解明

とは，デザイナーがパターン・デザイングにあ

たり有益な方法論を確立させるという意味で用

いている．

以上，本稿はペンローズが非周期的パターン

を提示する際に用いたマッチングルールを手掛

かりにエッシャー・パターンのメカニズム解明

に至ったこれまでの研究報告 1–4)に加えて，新

たな展開図例を開示するものである．

2．マッチングルールの確立

ペンローズはエッシャーと交流があり，「ペン

ローズの三角形」をはじめとする錯視図形のア

イデアをエッシャーに提供した数学者として知

られているが，エッシャー没後に非周期的（平

行移動に関する対称性をもたない）パターンを

2種発表した 5)．

そのうちのひとつが，鋭角 72°と 36°のひし

形を組み合わせるものである．しかし組み合わ

せ条件を設定しない限り，これらは周期的にも

組み合う（図 1-a）．そのため，ペンローズは非

周期的のみに組み合う条件を凹凸のベクトル記

号を用いて提示した（図 1-b）．

この凹凸のベクトル記号は，ただ組み合わせ
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図 1 ペンローズ・パターンと条件．



を強制させるばかりでなく，エッシャー・パ

ターンのように鳥や魚などの図形に変換させる

際のガイドとしても役割をはたす．

ペンローズが提示した図 2–aをもとに，四角

形のなかの一辺の頂点間を結ぶ任意の線を用意

して一重ベクトルと同じ角度・同じ凹凸に複製

移動させると図 2-b, cとなる．ペンローズが提

示した図 2-aにおいては，一重ベクトルと二重

ベクトルという 2種の表記が用いられており，

これは 2種の線を用いると解釈できる．した

がって図 2-d, eにおいては図 2-b, cとは異なる線

でなければならない．そこで残りの各辺に対し

ても，頂点間を結ぶ他の任意の線を用意して，

二重ベクトルと同じ角度・同じ凹凸に複製移動

させる（図 2-d, e）．このプロセスによって，図

2-fのしきつめ可能な鳥と魚が得られた．思うよ

うなかたちが得られない場合は，任意の線をそ

れぞれ描き直して同じ操作をくり返していけば

よい．

エッシャーの場合は，残されたスケッチをみ

る限り，しきつめ可能なさまざまな多角形を下

図にして修正をかさねていく手法を主に用いて

いる 6–7)．それに比べて，ペンローズが提示し

た図 2-aの凹凸ベクトルは，この記号自体がす

でに図形変換をあらわしており，第三者にも共

有できるマッチングルールとして適している．

このベクトル表記では，矢印の方向や凹凸に

よって並進，回転，鏡映，すべり鏡映の移動が

識別できる．図 3-aを例にすると，図 3-bが回

転，図 3-cが鏡映，図 3-dがすべり鏡映となる．

さて，ペンローズが提示した図 2-aを手掛か

りに，しきつめ可能な多角形のマッチングルー

ルを探る際，ベースとなる多角形の一辺に対し

て，図 3の 4種のベクトルの組み合わせを検討

しなければならない．条件としては，1．ベクト

ルの凹凸が必ずペアで存在すること．2．表記

上は異なっていても出来上がるかたちが重複し

ないことである．図 4は，図 3-a～ dの線をベ

クトルに対応させたものだが，ベクトルの表記

は異なっていても同じかたちが出来上がってい

ることがわかる．上記 2の条件とは，このよう

な重複を差し引いていくことである．

エッシャー・パターンの背後には必ずしきつ

め可能な基本形が存在する．本稿では，しきつ

め可能な正多角形として正方形，正三角形，正

六角形，ひし形，任意の平行四辺形・長方形，

直角二等辺三角形，さらに条件付きの五角形の

– 10 –

図 2 図形変換のプロセス．

図 3 移動の識別．

図 4 図形の重複．



マッチングルールを探った結果として図 3を載

せる．一重ベクトルのみでマッチングルールが

成立するのは正方形，ひし形，正六角形である．

これらは，鏡映・回転・すべり鏡映がおりこま

れたしきつめを楽しめるが，1種の線しか使え

ないので図形変換は大きく制約される．それに

対して他のマッチングルールは，2種以上の線

が使える分，図形変換には適していると言えよ

う．なお五角形に関しては，エッシャーが好ん

だ図 3以外にも，しきつめ可能なものが近年い

くつか報告されており 8)，意図する図形によっ

ては選択もありうる．
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図 5 マッチング・ルールおよび図形変換例．



3．エッシャー・パターンの実践

図 3のマッチングルールの実践例として，方

位や暦などで馴染み深い十二支動物のしきつめ

を図 6にあらわす．

まずは，それぞれの動物のシルエットに図形

変換しやすい多角形を選びだすことがポイント

になる．その際，過去にエッシャーがあわらし

たものや図 5の図形変換例がヒントを与えてく

れる．午（うま）や甲（さる），戌（いぬ）な

どはすでに図 5の図形変換例にあるので，それ

らに修正を施していけばよい．動物図形のしき

つめを探る際，シルエットにあまり凹凸がない

動物は手掛かりを得るのが難しい．十二支でい

えば巳（へび），未（ひつじ），亥（いのしし），

丑（うし）などがその類いである．ただ，亥

（いのしし）や丑（うし）については図 5の正

方形（2種の線）の 4番のシルエットに手を加

えていくことで解決できた．

問題は，過去に図例がみあたらない動物のし

きつめである．過去にあらわされた動物のしき

つめ図例は，当然のことながら，しきつめしや

すい動物が選ばれており，図例のない動物はそ

の分しきつめが難しいことが予想できる．図 5

の図形変換例は，いずれも各辺の頂点に単体の

シルエットがピタリと重なったものばかりであ
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図 6 十二支動物の図形変換例-1．



るが，図 5の卯（うさぎ）や未（ひつじ），子

（ねずみ）などは，必ずしも各辺の頂点に単体

のシルエットが重なっていない．思うようなか

たちが得られない場合は，単体のシルエットを

各辺の頂点から一部ずらしていくことで解決で

きるときがある．また図 6の辰（たつ）では単

体ではなく複合体を 1単位にすることでしきつ

めを解決をしている．エッシャーもこの方法を

よく用いている 5,6)．これらの解決策はかたち作

りの上での実践テクニックといえる．

次に，十二支に登場するすべての動物を 1単

位にした場合のしきつめ図例を図 7にあらわす．

以前に保育園舍の記念プレートとして，園児の

クラスをあらわす 6種類の動物によるしきつめ

デザインをおさめた際，図 5の正六角形の 2番

のマッチングルールが多種複合体のしきつめに

都合がよいこと，距離が長く凹凸の少ない箇所

から作図を進めていくと最終的なつじつまをあ

わせやすいことなどを作業経験のなかで得るこ

とができた（図 8）．そのため十二支において

は，動物の数が 6種から倍の 12種に増えたが，

同じ手順で解決できた．

4．ペンローズ・パターンのデザイン展開

ペンローズが提示したマッチングルールをも

とに図形変換し（図 2），組み合わせた結果が図

9である．ペンローズはエッシャーと交流があっ

たので，もしもエッシャー存命中にこのペン

ローズパターンを発表していたら，エッシャー

は作品に結びつけたに違いなかったことが惜し

まれる．そのためかペンローズ自身，自らのパ

ターンをにわとりの図形に変換させたもの（ペ

ンローズ・チキン）をあらわしている 9)．

ペンローズは非周期的にのみ組み合うために

図 9のマッチングルールを提示したが，この鋭

角 36°と 72°のひし形に関するマッチングルー

ルは他にも存在する．たとえば図 10はマッチ

ングルールを一部変更（図 9-aと図 9-bの太線

部分）したものであるが，それだけで変換され

る図形も，組み合わせも異なったものになる．

図 10は周期的な組み合わせも可能であること

から，非周期的にのみという数学上の関心を満

たすことはできない．しかし周期的な組み合わ

せと非周期的な組み合わせをさまざまに混在さ
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図 7 十二支動物の図形変換例-2．



せることができるので，デザインとしてはむし

ろこちらの方が興味深いかもしれない．

ペンローズが提示したマッチングルールでは，

組み合わせにあたり裏返しなしとなっているが，

裏返しありでマッチングルールを探ると，裏

返しなしではみられなかった組み合わせが可能

になる（たとえば図 11）．また，裏返しありで

もペンローズ・パターンと同じ組み合わせ結果

が得られるマッチングルールが確認できている

ことから 10)，ペンローズはマッチングルールを

提示する際，非周期的に組み合う条件のみに関

心をしめし，他のマッチングルールについては
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図 8 保育園舍記念プレート．

図 9 ペンローズ・パターンの図形変換例．

図 10 バリエーション 1．

図 11 バリエーション 2．



興味の対象とはならなかったことが推察される．

ペンローズのマッチングルールは 2種のベク

トル表記（�2種の線が用いられる）�裏返し

なしであったが，それを 1種のベクトル表記

（�1種の線が用いられる）�裏返しありでマッ

チングルールを探ると，どのような組み合わせ

結果を得ることができるだろうか．その一例を

図 12にしめす．図 12-a, b, cは図 10と同様に，

周期的な組み合わせと非周期的な組み合わせを

さまざまに混在させることができる．特に図 12-

b，cは図 10よりもさらに柔軟な組み合わせが

可能となる注目すべきマッチングルールといえ

る．この条件下では図形変換にあたり 1種の線

しか用いることができない．1種の線のみで，

ふたつのひし形をそれぞれ満足できる図形に変

換させることは難しいが，図 12-b, cのマッチン

グルールは特に図形変換が難しい．そのため図

例では満足な結果が提示できなかった．

図 12-dは周期的な組み合わせはできない．現

在 180ピースまでの組み合わせを確認している

が，この先拡張できればペンローズ・パターン

とは似て非なる非周期的組み合わせとなる可能
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図 12 さまざまなマッチングルールと図形変換例．



性を秘めている．図 12-a, d以外にも，この 1種

のベクトル表記（�1種の線が用いられる）�

裏返しありのマッチングルールは興味深い組み

合わせを多数みせてくれる．

5．ま と め

ある特定のかたちがくり返されるパターンに

ついて，意匠やそれを産み出す仕組みという点

ではデザインの課題であるに違いないが，同時

に対称という数学の課題でもある．対称に関す

る知を集大成した『TILINGS AND PATTERNS』

のなかで，著者である数学者は「われわれに

とって最も大きな驚きは，多分，敷きつめ問題

についてあまりにも少しのことしか知らなかっ

たことであった」，そして「この分野で最も刺

激的な発展のいくつかは，実に，ここ 20数年

ぐらいの間に得られたものである」と述べてい

るが 11)，その最も刺激的な発展こそペンロー

ズ・パターンに他ならない．

デザインの世界においては，装飾に対する関

心が高かった 19世紀後半�20世紀前半にかけ

てパターン研究がさかんにおこなわれていた．

しかし装飾の否定からモダンデザインのムーブ

メントがおこり，以後，関連する研究は途絶え

てしまった 12)．ところが今日，エッシャー・パ

ターンおよびペンローズ・パターンという刺激

的なテーマを得ることができた．それらをデザ

イン課題として継承発展させていくためにも．

本稿がささやかな貢献となることを願いたい．

ペンローズは鋭角 36°と 72°のひし形をペア

に選んだが，他の角度でも，しきつめが可能に

なるひし形のペアは存在する．それらの図形の

マッチングルールを探ることが今後の課題であ

り，その先に未知の組み合わせがあらわれるか

もしれない．
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